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Attualita di Gian Domenico Cassini

Luca Ciotti

Dipartimento di Astronomia - Universita di Bulugna

LA figura di Gian Domenico Cassini presenta
notevole interesse non soltanto per lo storico
della Scienza, ma anche per il ricercatore moderno.
Sfortunatamente, alcuni notevoli risultati scientifici
di Cassini sono noti solo a una minoranza di esperti
che lavorano su specifici problemi di dinamica e c¢i6
rischia di restituire un'immagine parziale di que-
sto grande scienziato. Nella prima parte di questa
breve presentazione cerchero, pertanto, di mettere
in evidenza tali importanti conquiste, che Cassini
enuncio nel 1693 in forma di “leggi” empiriche (Fic.
1)." Queste “leggi” e la loro scoperta sono tanto
pitt notevoli quando si pensi che hanno trovato
applicazione in astrofisica anche in tempi recenti
(ad esempio, nell'ambito di ricerche sulla dinamica
dei satelliti planetari e delle galassie) e che una
loro piena spiegazione in termini dinamici ¢ ancora
argomento di indagine attiva. L'indubbia profon-
dita di pensiero messa in luce dalle scoperte sopra
ricordate sembra, pertanto, contrastare in maniera
particolarmente stridente col fatto, altrettanto indi-
scutibile, che Cassini abbia legato il suo nome alla
lunga diatriba sulla forma della Terra, diatriba che
vide la famiglia dei Cassini sposare la tesi errata
(e per un ricercatore moderno errata in maniera
“assolutamente evidente”) e Newton trionfatore
indiscusso. Nella seconda parte di questa breve
presentazione illustrero, quindi, tale contesa, con
la speranza di trasmettere al lettore come lo scien-
ziato moderno (in maniera non necessariamente
corretta dal punto di vista della storia della scienza)
percepisca oggi l'illustre figura di G. D. Cassini.

Le tre “leggi” di Cassini

Cominciamo con |’enunciare in termini moderni le
tre Leggi di Cassini relative al moto della Luna.

1) La Luna ruota con moto angolare uniforme attor-
no al proprio asse polare, con un periodo di rotazione
uguale al periodo siderale medio di rotazione attorno
alla Terra [ovvero, il periodo di spin della Luna coincide
col periodo orbitale].

2) L'inclinazione dell’equatore lunare rispetto all’eclit-

' J.-D. Cassini, De Uorigine & du progrés de I'Astronomie, & de
son usage dans la Géographie ¢ dans la Navigation ..., in Recueil
d’observations faites en plusieurs voyages par ordre de Sa Majesté pour
perfectionner 'astronomie et la géographie, avec diverses traités astrono-
miques par Messiéurs de I’Académie Royale des Sciences ..., Imprimerie
Royale, Paris, 1693
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i N ne pear pas douter que 'aftronomie
n'ait cfté ventée dés le commence-
3:;: l.lF monde. Commeiln’y a rien
- us furprenant que la régulance da
mouvement de ces grands corps lami.
neux qui tourncne inceflamment au-
] tgur de la terre, il eft aile de juger qu'u-
eSS, ne des premicres curioficez \& hom-
mes a efté de confidérer leurs cours, & d'en oblerver les pé-
riodes. Mais ce ne fut pas fculcment la curiofité qui porea les
hommes i s'appliquer anx [péculations aftronomiques: on
F:u: dire que la néceflicé méme les y obligea. Carfi l'on n'ob-

crve les {ailons qui (e diftinguent par le mouvement du fo-
feil, il eft i le de reiatlir dans laggiculture ; 6 'on ne
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FiG. 1. Il trattato del 1693, nel quale Gian Domenico Cassini pre-
sento le sue tre leggi “empiriche”.

tica é costante e misura approssimativamente 1,5 gradi
[ovvero, l'asse di spin della Luna conserva un’inclina-
zione costante sul piano dell’eclittica]

3) Il nodo ascendente dell’orbita lunare rispetto all eclit-
tica coincide con il nodo discendente dell’'equatore lu-
nare sull’eclittica [ovvero, I'asse di spin della Luna, la
normale all’orbita lunare, e la normale all eclittica si
mantengono coplanari].

A una lettura superficiale, tali leggi possono ap-
parire come “semplici” constatazioni circa lo sta-
to dinamico della Luna (in particolare la prima
che sembra essenzialmente affermare che la Luna
«volge sempre la stessa faccia alla Terra»), ma dal
punto di vista dinamico la cosa ¢ molto meno ov-
via: non soltanto la seconda e la terza legge sono
intuitivamente molto meno “evidenti” della prima,
ma anche la loro spiegazione in termini dinamici €
notevolmente complicata. Infatti, senza entrare in
dettagli tecnici che ovviamente esulano dalla pre-
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sente trattazione, anche al non addetto ai lavori
dovrebbe risultare abbastanza chiaro che il moto
lunare non soltanto € complicato dal fatto che si
tratta di un problema dei tre corpi Sole-Terra-Luna
(talmente complicato che Newton stesso ebbe a
scrivere che il problema del moto della Luna era
stato il solo a provocargli il mal di testa), ma anche
per un altro motivo che ¢ all’origine degli studi
successivi che descriveremo sommariamente in se-
guito, e che formano la base teorica delle 3 leggi
di Cassini.

[.a difficolta di una descrizione del moto luna-
re — anche prescindendo dall’azione del Sole — ¢
dovuta al fatto che le dimensioni della Luna non
sono trascurabili rispetto alle dimensioni dell’orbita
lunare attorno alla Terra e questo fa si che il campo
mareale della Terra sia importante nel determinare
la “forma” della Luna (e reciprocamente!).

Da un punto di vista dinamico, ne risulta, quindi,
che il sistema Terra-Luna(-Sole) non puo essere
descritto come un semplice problema dei due
(tre) corpi puntiformi, ma debba essere descrit-
to come il moto di due corpi (eventualmente in
orbita attorno ad un terzo) “deformati dai mutui
campi gravitazionali”. Ora, per un corpo la cui
forma devii dalla forma sferica non é possibile
esprimere il campo gravitazionale in maniera
elementare (come invece si pud fare nel caso di
corpi perfettamente sferici, usando, ad esempio,
il primo teorema di Newton): questa prima con-
statazione ci dice, quindi, che, in linea di princi-
pio, per calcolare il campo di gravita che la Terra
esercita sulla Luna sara necessario considerare la
sua deviazione dalla forma sferica. In secondo
luogo, quando si voglia calcolare il moto di un
corpo non sferico (la Luna nel nostro caso) in un
campo non uniforme (come quello prodotto dalla
Terra) é necessario considerare anche la Seconda
Equazione Cardinale della Dinamica. Tale equa-
zione mette in relazione la variazione (vettoriale)
del momento angolare del corpo in questione con
la presenza di un momento torcente agente su di
esso. Nel presente caso si pud mostrare che tale
momento torcente ¢ dovuto proprio al fatto che
la Luna non & un sistema perfettamente sferico.
Da un punto di vista dinamico “moderno”, tale
effetto é descritto nelle equazioni del moto da un
termine di “accoppiamento” tra il tensore marea-
le prodotto dalla Terra (in pratica descritto dalla
matrice Hessiana del potenziale di monopolo) e
il tensore d’inerzia della distribuzione di massa
lunare (rappresentato da una matrice simmetrica
3x3). Chiaramente, indagini di questo tipo sono
notevolmente difficili e fino a tempi recenti non
si é raggiunta una comprensione sufficientemente
completa dei tipi di moto che possono aver luogo
in presenza di tali accoppiamenti.

Forse, uno dei piu significativi lavori sull’argo-
mento € stato intrapreso dal grande meccanico
celeste italiano Giuseppe (Bepi) Colombo, i cui
risultati pitt importanti sono stati pubblicati in un
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articolo del 1966:* in tale lavoro é stato mostrato,
tra le altre cose, come la seconda e terza legge di
Cassini siano «dinamicamente indipendenti» dalla
prima (FiG. 2).

In tempi piu recenti, l'indagine circa I'origine
delle leggi di Cassini é stata ulteriormente appro-
fondita lungo altre linee di ricerca. In ambito pla-
netario, ad esempio, si € cominciato a considerare
gli effetti dissipativi dovuti alla viscosita dei corpi
planetari che conducono al raggiungimento e alla
successiva stabilizzazione di certe posizioni di equi-
librio orbitale, per I'appunto descritte dalle leggi di
Cassini. Possiamo citare ad esempio, a tal proposi-
to, I'abstract di un recente articolo comparso sulla
rivista internazionale di studi planetari Icarus:?

«Satellite spin states evolve under the action of solid
body torques and tidal forces. The tidal effects result in a
damping of fast spin rates and, ultimately, in the locking
of the spin into what are known as Cassini states».

Un’altra direzione in cui, sorprendentemente, gli
stati di Cassini sono ricomparsi in maniera inaspet-
tata é stata I'indagine del problema dell’allineamen-
to delle galassie ellittiche negli ammassi di galassie.

HOVEMBER 1¥as

THE ASTRONOMICAL JOURNAL YOLUME 7i, NUMBER ¥

Cassini's Second and Third Laws*

3, Copomsn
Spactiioudan [asislnlion, Asee phonical Odareealsry, Covbridps, Warsechwraiir and ['miversity of Fadua, fiely
{Eeceived 18 July 19465

It is sbwrmm that the seeond and thisd laws of Cassinl wre independent of the st one, at least quakitatively,
im the semae that even i the mown®s inertial ellipsoid were rofatsonally sypunetric, the second and third
laws could still e satisfed sisce they represent a nsotion corresponding fo the minimum dssupabion of
enerpy by intermal frctson

inertial ellipsold were rotatiopally symmetric, the
. g, : : second and third laws could still be satisfied (provided
N !ﬁ‘?—"r_ {rl- I!: 'i...mu:.hpulﬂnhnld the 1.E-|r:rl[nilm!m{; e v T hocity of the ks )
empirica ws on the moon's rotational motion: . they ta - — I'Lng to the
(1) The moon rotates umiformly about its polar axis ~minimum dissipation of energy by mternal friction.
with a rotational period equal to the mean sidereal For a different rotational angular velocity, only the

1. INTRODUCTION

period of its arbit about the earth.

(2) The inclination of the moon's equator to the
ecliptic is a constanl angle approximately 175,

(3} The ascending node of the lunar orbit on the
ecliptic coincides with the descending node of the
hanar equator on the echiptic.

These laws describe faidy well the main rotational
metion of the moon, x8 well a5 the bebhavior of some of
the lunar orbital elements, in particuler the effect of
eolar perturbations on the motion of the nodal line,

Phvsieal libration of the moon means the departure of
the moon's rotational motion from that defined by
Cassini’s (1693) three laws.

In the hterature o the :.1.|||‘:|j=|:|::| Cassini"s laws are
taken as a reference motkon, and the perturbations dwe
to the gravitational torque scting on & rigsd body arc
studied, Naturally the parameters (prindpal moments
ol isertia) are adjusted in such a way that the motion
can be a dynamical solution, after which the senall
mecillagions about this solution due to the different
torques are investigated, taking advaniage of the fact
that the equation can be simplified if one asaumes that
the actual motion of the moon is close o that described
by Cassimi"s laws. To the avthor's knowledge no specific
investigation has been made of all other motions of
the moon permitted by the nciual gravitational dy-
namics, in order to understand the propertics of the
sctual motion,

The author i concermed anly with Cassini's second
and third laws, since the fist one seems to be quite
dear and casily understandable if we sssume the
inertial ellipacid of the moon to be triaxial. With this
in mind, the author has studied the motion for & meodel
repreaenting the real case to an extent that he judged
sufficient for the main purpose of understanding the
secrmst] and third laws The author shows that the
geconi] and thind laws are independent of the first one,
&t least qualitatively, in the sense that even if the moon”s

* The aathor dedicates this paper to the memaory of Tmre ok,

inclination of the moan's equator on the ecliptic would
change.

This very simple theory applies o any satellite or
planet whose nodal line on the imvarable plane shifts
because of perturbations, that may be of different
origin (e.g., ohlatensss of the primary body, 8 perturh-
ing third body, or both). We treat the case of Mercury,
the case of an artificial earth satellite {gravitational
tarcpee only), and fimally the case of lapetis since G. I
Cassinl was the discoverer of this, for many reasons
peculiar, satellite of Satum,

II. EJUATIONS DF MOFTION

We stody first the general problem of the motion
of the mtational axis of a righd satellive due to a gravi-
tztional torque. We dedoce the equation of mmotion
in a cleed, very simple form since in our model a
reduction to one degree of freedom s possible and also
n first integral is easily found. The motion may also be
represented in a very simple geometrical form.

Let E be a satellite of the primary E; & the center of
mass of ;i §, k the unit vectors along the principal
axes af the inertin ellipsotd of Z; and A, B, C the
principal moments of inertia (A <B<C}. A permanent
rotation of £ about C is o stable motion, and intermal
dissipation minirizes any possible wobbling of the spin
axis in relation to the external torque. We sssume that
only the gravitational torque is present and that the
body s righd. Later on we consider the effects of intemnal
dissipation. The gravitational torque acting on the
satellite may be written

T {3/ (C— B} (r-g0{r-k)i4 (A —Cpr-KMr-i)7
+{B—A)rj}r-ik}. (1)
Here @ is the product of the gravitational constant and

the mnss of E, r & the unit vectar fremn & 40 E, and r
is the distance (7E.

{a) Suppose A =F; then the torque reducs to
T (3p/r" ) {C— A r- K2 (r x k). (2)

B

FiG. 2. La prima pagina dell’articolo del 1966 di Giuseppe Colombo
su Astronomical Journal, nel quale si fa riferimento all’attualita di
Cassini nel titolo e sin dalle prime righe.

* G. CoLomso, Cassini’s Second and Third Laws, «Astronomical

Journal», 1966, vol. 71, p. 8o1.

3B. GLapman, D. D. Quinn, P NicHOLSON, R. RAND, Synchronous
locking of tidally evolving satellites, «Icarus», 1996, vol. 122, p. 166.
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e osservazioni mostrano, infatti, che le galassie
ellittiche tendono a trovarsi con il loro asse maggio-
re preferenzialmente allineato lungo la direzione
radiale nell’'ammasso di appartenenza, mentre una
piccola minoranza di esse ¢ invece disposta con
|’asse minore allineato lungo la direzione radiale
dell’ammasso. Nei lavori Alignment and morphology
of elliptical galaxies: the influence of the cluster tidal
field* e Motion of a rigid body in a tidal field: an ap-
plication to galaxies in clusters,’ rispettivamente del
1994 e del 1998, si ¢ mostrato come le equazioni del
moto della dinamica, descriventi I'accoppiamento
tra campo di marea dell'ammasso e momento di
inerzia delle galassie ellittiche al suo interno, am-
mettono due posizioni di equilibrio coincidenti
con le due configurazioni osservate, che risultano
pertanto a tutti gli effetti stati di Cassini; di tali
stati si € potuto anche provare analiticamente la
stabilita.

Il naturale sviluppo delle precedenti indagini ha
portato allo studio delle oscillazioni di una galassia
attorno al suo stato di Cassini in un ammasso non
sferico (tali oscillazioni in ambito planetario sono
ben note e vanno sotto il nome di “librazioni”).

In particolare, nel recentissimo lavoro Collisionless
evaporation from cluster elliptical galaxies,® si ¢ mo-
strato come i tempi caratteristici delle oscillazioni
di una galassia attorno al suo stato di Cassini sono
curiosamente dello stesso ordine di grandezza dei
periodi orbitali stellari nelle regioni periferiche del-
le galassie stesse. Ora, in dinamica, ogni volta che
si hanno periodi confrontabili in un sistema, si ¢
in una condizione che puo condurre a risonanze.
Nel lavoro appena citato si ¢ fatto vedere, mediante
integrazione numerica di varie decine di migliaia
di orbite stellari, che una frazione non trascurabile
di stelle potrebbe essere “estratta” dalla galassia di
appartenenza e perduta nell'ammasso per I'azione
di tali risonanze. E degna di nota 'evidenza osser-
vativa (molto recente) di una popolazione di stelle
intracluster di incerta origine: si potrebbe pensare
che tale popolazione sia prodotta proprio dalle ri-
sonanze di galassie che stanno oscillando vicino ai
loro stati di Cassini!

L.a strana contesa sulla forma della Terra

Anche se necessariamente condensato, il pre-
cendente riassunto dovrebbe aver reso chiara la
grande ampiezza e profondita di pensiero di Gian
Domenico Cassini. Proprio per questo motivo, lo
studioso moderno (come ad esempio chi scrive) tro-

4 L. Ciorm, S. N. Durra, «Monthly Notices of the Royal
Astronomical Society», 1994, vol. 270, p. 390.

5 L. CiorTi, G. Giampikri, «Celestial Mechanics and Dynamical
Astronomy», 1998, vol. 68, p. 313.

¢ V. Mucciong, L. Ciorti, «Astronomy & Astrophysics», 2004,
vol. 421, p. 583.
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Fic. 3. Copertina del volume Ellipsoidal Figures of Equilibrium di
Chandrasekhar nell’edizione Dover del 1987.

va tanto piu sorprendente e difficilmente compren-
sibile la diatriba sulla forma della Terra alla quale
prese parte l'intera dinastia dei Cassini, sposando
una tesi che oggi appare clamorosamente errata.
In particolare, mentre Newton sosteneva che la
Terra doveva essere schiacciata ai poli per effetto
della rotazione attorno al proprio asse (arrivando
fino a calcolarne quantitativamente lo schiaccia-
mento che si sarebbe dovuto misurare), i Cassini
sostenevano che la Terra era “allungata” ai poli (in
quella che si dice essere la forma di un ellissoide
prolato). Una piacevole descrizione di alcuni aspetti
di questa contesa puo essere trovata nel classico
trattato di Subramanyan Chandrasekhar Ellipsoidal
Figures of Equilibrium (Yale University Press, 1969,
FiGe. 2, 3a, 3b) di cui riportiamo qui soltanto le
parti piu salienti:

«[...] “two generations of the best astronomical obser-
vers formed at the school ot the Cassinis struggled in
vain against the authority and reasoning of Newton”
[...]. The opposing ideas of Newton and Cassini are
strikingly illustrated in the accompanying caricature
(Fic. 2). However geodetic measurements made in
Lapland by Maupertuis and Clairaut (1738) afforded data
which conclusively showed the flattening of the earth at
the poles, as Todhunter has written [...], “The success of
the arctic expedition may be ascribed in great measure
to the skill and energy of Maupertuis and his fame was
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3 HISTORICAL INTRODUCTION Chap. 1

the ““dilution factor’ remains constant and is given by its value at the

boundary, namely m.
If @ denotes the equatorial radius, the weight of the equatorial column

is given by
weight of equatorial column = Jag,  qaorl1 —m), (4)
where g, uaer 18 the acceleration due to
Aa gravity at the equator. Similarly, if b
denotes the polar radius,
weight of polar column = Ibg ... (5)
= a And since the two weights must be equal,
OFequatorl 1 — ™M) = b g (8)
But for a slightly oblate body Newton
knew that
FIJ"J]'(‘ x L 4 i g
Fic. 1. Illustration from the B i h Ot ) (7)

Principia bearing on Newton's e
arguments for the rotational flat. Equat-iunﬂ (6) and (7) and the definition
WO A — of € (= 1—b/a) now give

l—m = (1—e)(1+{e) +0(e?) = 14 +O0(e*); (8)
and Newton's relation (3) follows.
It was known already in Newton's time that

m = iy (9)
Therefore, Newton concluded that if the carth were homogeneous, it

should be oblate with an ellipticity
€ = {zis = 3o (10}
This prediction of Newton was contrary to the astronomical evidence
of the time and “two generations of the best astronomical observers
formed in the school of the Cassinis struggled in vain against the
authority and reasoning of Newton "’ (Todhunter’s History, 1, 100). The
opposing ideas of Newton and Cassini are strikingly illustrated in the
accompanying old caricature (Fig. 2). However, geodetic measurements
made in Lapland by Maupertuis and Clairaut {(1738) afforded data which
conclusively showed the flattening of the carth at the poles. As Tod-
hunter has written (1, 100), “*The success of the arctic expedition may
be ascribed in great measure to the skill and energy of Maupertuis; and
his fame was widely celebrated. The engravings of the period represent
him in the costume of a Lapland Hercules having a fur eap over his eyes;
with one hand he holds a club and with the other he compresses the

gl HISTORICAL INTRODUCTION 3

{ ]

terrestrial globe.” And Voltaire, then Maupertuis’ friend, congratulated
him warmly for having “ aplati les poles et les Cassini.” Later Maupertuis
and Voltaire became involved in a heroic-comic controversy and Voltaire

wrote Vouz avez confinmd dans les lieux pleins d'ennui
Ce gue Newton connut sans sortir de chea lui.

Pole

Role

L4
¢

NEWTON_ | CASSINI

Fia. 2. An old-time caricature of the controversy
hetween the opposing schools of Newton and Cassini
with respect to the figure of the sarth,

We know now that the actual ellipticity of the earth (~ 1/294) is
substantially smaller than Newton's predicted value (~ 1/230}; and this
diserepancy is interpreted in terme of the inhomogeneity of the earth.

2. Maclaurin

The next advance (1742) in the theory was due to Maclaurin who
generalized Newton's result to the case when the ellipticity caused by
the rotation eannot be considered small.

Maclaurin had solved earlier the problem of the attraction of an oblate
spheroid at an internal point; and he had shown in particular that the
acceleration due to gravity at the equator and at the poles have the values

: = ol )
Fequater = 2wl pa r [sin-te—e(l —e?)¥]
(1 -—e)

\"'l

[e—(1-—e?)tgin-1e], (11)

and Fpole = dnlipa

where p is the density of the spheroid, a its semi-major axis, and e its
eccentricity. And since both the eentrifugal acceleration in the equatorial
plane and the acceleration due to gravity vary linearly with the coordi-
nates, Newton's argument applies to this case equally well and we can
writ

’ Tequator all* = gpnh-l:i _filiu

, .
or 0 — &Igmuwr Footel1 — e2)H], (12)

FiGG. 4a, b. Le due pagine, nell'introduzione storica di Chandrasekhar al suo Ellipsoidal Figures of Equilibrium, in cui lo scienziato indiano,
Nobel per la Fisica nel 1983, illustra I'argomento centrale della contesa tra Newton e la famiglia dei Cassini.

widely celebrated. The engravings of the period repre-
sent him in the costume of a Lapland Hercules having
a fur cap over his eyes, with one hand he holds a club
and with the other he compresses the terrestial globe”.
And Voltaire, then Maupertuis’ friend, congratulated
him warmly for having “aplati les poles et les Cassini”.
Later Maupertuis and Voltaire became involved in a
heroic-comic controversy and Voltaire wrote “Vouz avez
confirmé dans les lieux pleins d’ennui Ce que Newton
connut sans sortir de chez lui.”».

Indubbiamente, il passo sopra riportato ha influito
in maniera negativa sull'immagine che di Gian
Domenico Cassini hanno i ricercatori moderni.
Spero pertanto, con questo mio breve riassunto,
di aver portanto all’attenzione del lettore altri
aspetti meno noti della personalita scientifica di
Cassini che possano darne un’idea piu bilanciata,
fermo restando la “sorpresa” generata dalla scel-
ta di campo “perdente” nella contesa col grande
Newton.

Luca Ciotti, nato a Firenze nel 1964, attualmente ¢ professore associato presso il Dipartimento di Astronomia
dell'Universita di Bologna. I principali interessi di ricerca riguardano la dinamica delle galassie, I'idrodinamica del
mezzo interstellare e intracluster e la teoria dell’accrescimento su buchi neri al centro delle galassie.
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